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EINLEITUNG 
Im Folgenden wird ein von E. Wirsing in [2], [3] verallgemeinertes Frobenius-Theorem [1]fiber 
stetige, lineare, positive Operatoren (Abbildungen) auf eine spezielle Klasse von Operatoren 
angewandt und die Existenz eines Eigenwertes bewiesen. 
§ 1. EIN POSITIVER, LINEARER OPERATOR 
Es sei I das Intervall [0, 1] und 0 = u(x) =< 1 ftir alle x~ I eine differenzierbare, 
monoton  fal lende Funkt ion mit u (1 )> u(O)/(u(O)+ 2) und 
( - )u'(x) _< 2u(x)(1 + u(x)) 
(1 +x) 
fiir alle x e I. Wir definieren ftir stetige Funkt ionen f auf  I 
u(x) 
(1) (T j ) (x )  = ~ f ( t ) .d t .  
0 
Dann ist 7", = stetig, weft 
u(O) u(O) 
]]T.fl]--< S ]f(t)ldt<- I rlflldt--u(Olllfll 
o o 
d.h, 11 Tu 1] ~ c ist. Dabei  ist I]fll die Supremums-Norm.  
157 
Es ist ffir die Funktionen f(x)>_ 0 
u(1) 
(2) (Tuf)(x)>_ j f ( t ) .d t=F( f )>=O 
0 
ein stetiges, lineares, positives Funktional. 
Ffir die Funktion O(x)= 1/(1 +x) 2 ist 
und 
u(x) 
Tu((~) = Ol(x) - - -  
1 + u(x) 
sowie 
,~lj u(1) 
F(0)= j ~(t )dt=01(1)  
0 I + u(1)' 
I] 01 II = max (01) -  u (O)  
x~l 1 + u(0) 
(weil y / (1  +y) = monoton wachsend ist). Die Funktion 
u(x)O + x) 2 
~01 (x) /O(x)  - - monoton wachsend, 
(1 + u(x)) 
da u'(x)(1 +x)+ 2u(1 + u)=0 nach Voraussetzung, also ist 
u(O) 
(3) 1 ~0)  ~(x) ___ q~l(x) =< 4
und damit ist for 
u0) 
1 + u(1) 
O(x) 
u(0) 4u(1) . 
S=- -  t= 
1 + u(0)' 1 + u(1)" 
O-s / t ) l l¢ l l [= l- l+u(O) ( ) ( ) l+uO)' 
solange 
u(1) >½. u(O) 
1 + u(1) 1 + u(O) 
ist. Dies ist aber wegen 
u(0) uO) >- -  
u(0) + 2 
erfiJllt und damit nach [2] Theorem, S. 12 die Existenz einer Eigenfunktion #(x) 
zum Eigenwert 
[.1 ~(o) ~0) ] ge 4. 
+u(O)' l+uO) J  
gegeben. Es gilt also der Satz 
158 
THEOREM 1. Sei u(x) eine differenzierbare, monoton fallende Funktion mit 
0 <= u(x) _<__ 1, sowie u(1) > u(O)/(u(O) + 2) und 
( - )u ' (x )  _<2u(x)(1 + u(x)) 
(1 +x)  
Dann hat tier lineare, stetige Operator 
u(x) 
(Tuf)(x)= I f ( t ) .dt  
o 
eine Eigenfunktion (b(x) zum Eigenwert 
. u(O) u(~) ] 
~ l+u(0) '4  l+u(1) J"  
BEISPIEL. Sei I das Intervall [0,1] und u(x)=l / (a+bx),  mit a ,b>0 und 
a=> 1. Ffir 0<b<a+ 1 ist u(1)= 1/(a+b)>u(O)/(u(O)+2)= 1/(2a+ 1). Ebenso 
ist 
( - )u'(x) = b/(a + bx) 2 < 2u(1 + u) _ 2(a + bx + 1) 
(1 +x) (a+bx)2(1 +x) 
ffir alle x e I erffillt. Daher liegt der Eigenwert 
/~e +b a+b+l  " 
§ 2. EIN WEITERER SPEZIELLER OPERATOR 
Mit den reellen Zahlen 
d>c+ 1 den Operator 
1/(a + x) l /(c + x) 
(4) Tf= I f ( t ) .d t+ I f ( t ) .dt  
1/(b+x) l/(d+x) 
1 __< a < b __< c < d definieren wir fiir b > a + 1 und 
auf dem Raume der stetigen Funktionen fiber dem Intervall [0, 1]. Dann ist T 
eine lineare, positive und stetige Abbildung, weil 
II Tfl] < sup ( J [IfJl dt + I Ilfll dt) <= + llfl] 
1/(b + x) l/(d + x) cd  
d.h. [] TH - C ist, wobei IIf]] die Supremums-Norm ist. Ffir positive Funktionen 
ist 
1/(1 +a) 1/(l +c) 
(5) T( f )> J f ( t ) .d t+ j f(t).dt=F(f)>__O 
l /b l/d 
ein stetiges, lineares positives Funktional. F(ir 
1 
~(x) = - -  
(1 -'t- X) 2 
ist nun 
(b - a) (d -  c) 
01(x) = T(0) - -~ 
(a+x+ 1)(b +x+ 1) (c+x+ 1) (d+x+ 1) 
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Die Funktion $l(X)/ep(x) ist monoton wachsend, weil es 
(b - a)(1 +x) 2 und (d -  c)(1 + x) 2 
(a+x+ 1)(b+x+ 1) (c+x+ 1)(d+x+ 1) 
sind. Damit ist 
f b-a d-c (b+ 1)(a+ 1) 4 (c + 1) (d+ 1)] qg(x) < q)l(x) < 
(6) [i b-a d-c ]  ¢~(x) <4- a+~f f+2) - I  (c+2--~-+2) 
und wegen 
b-a  
rl ~1 II = + 
(a+ 1)(b+ 1) 
d-¢  
(c+ 1)(d+ 1) 
im Falle b - a = d -  c = a + 1 daher 
fl~l II =(a+ 1). [(a+ 1)(b+ 1)+ (c+ 1)(d+ 1)] 
L (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)(d+ 1) J 
und 
F(¢)=a.  + 
a+2) (b+l )  (c+2)(d+l )  '
also die Bedingung (1 -s/t)IJq91Jl <F(q~) erftillt, da ja fiir a~oo aus 
I 1 -¼ (a+Z)(b+Z)(c+Z)(d+2) [(a  1)(b+ 1)+(c+ 1)(d+ 1)]~. (a + 1)(b + 1)(c + 1)(d + 1) [(a + 2)(b + 2) + (c + 2)(d + 2)]) 
• (a+ 1) [(a+ 1)(b+ 1)+(c+ l)(d+ 1)] [(a + 2)(b + 1)+ (c+ 2)(d+ 1)] <a' .  
(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)(d+ 1) (a+ 2)(b+ 1)(c+ 2)(d+ 1) 
¼.(a+ 1)<a 
folgt, was wegen a>3 erftillt ist. Damit gilt die Bedingung bei a>3 ffir alle 
a_> ao(a) und es ist der Satz bewiesen. 
THEOREM 2. Der in (4) definierte lineare, stetige, positive Operator hat ffir 
alle a _> a0(a) ( _-> 1) und b - a = d -  c = a > 3 (mit b < c) eine Eigenfunktion q~(x) 
zum Eigenwert 
~ or 4a 4a ] 
,;re (a+ 1)(b+ 1) -t (c+ l)(d+ 1)' (a+2)(b+2) -I (c+2)(d+2) " 
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